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1 Műveletek valós számokkal

1.1 Gyökök és hatványozás

1.1.1 Hatványozás

1. a
m·n

= a
m · an

2. a
m · bm = (a · b)m

3. a
m

: a
n

= a
m−n

4. a
m

: b
m

= (a : b)
m

5. a
−m

=
1

am

6. (a
m

)
n

= a
mn .

A valós számok hatványai kiterjeszthetőek racionális, irracionális,
illetve valós hatványokkál is sorok segítségével. Ezek a hatványok
is rendelkeznek azokkal a tulajdonságokkal amivel a természetes
kitevöjű hayványok.

1.1.2 Gyökök

Az alábbi képletekben értelemszerűen azn,m ≥ 2, valamint
az a, b, c számok olyan valós számok, amelyekre az adott
kifejezéseknek van értelme:

1. n√a = a
1
n , a > 0;
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2. n

√√√√ 1

a
=

1

n√a
= a
− 1
n ;

3. ( n
√
a)
n

= a;

4. n√a · n
√
b =

n√
ab;

5.

 n
√√√√ 1

a

n =
1

a
;

6. n√a · n
√
b · n
√
c =

n√
abc;

7. n√a :
n√
b = n

√
a

b
;

8. m√a · n
√
a =

nm
√
an+m ;

9. m√a : n
√
a =

nm
√
an−m ;

10.
n√
anm = a

m ;

11.
m√
an = a

n
m ;

12.
mn√

amp =
n√
ap ;

13.
m√
ap · n

√
bq =

nm√
apn · bqm ;

14.
m
√
n√a = nm√a;

15.
√
a2 = |a|;

16. 2n+1√−a = − 2n+1√a;

17.
√
a ±
√
b =

√√√√ a + c

2
±

√√√√ a − c
2

ahol a

c
2

= a
2−b egynlőségből határozzuk meg ac értékét.
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Tekintsük a következő példát a 17 képletre. Hozzuk egyszerűbb

alakra
√

3 +
√

8 kifejezést. Ebben az esetben nehéz dolgunk
van és nem igazán tudunk vele mit kezdeni, ezért folyamodunk a

fenti képlethez: c2 = 3
2 − 8 = 1, tehát

√
3 +
√

8 =

√√√√ 3 + 1

2
+

√√√√ 3 − 1

2
=
√

2+1.

1.2 Azonosságok

Bármelyx, y, z, t, a, b, c, d ∈ R ésn ∈ N esetén:

1. a
2 − b2 = (a − b)(a + b)

2. (a
2

+ b
2
)(x

2
+ y

2
) = (ax − by)

2
+

(ay + bx)
2

3. a
b − b3 = (a − b)(a2

+ ab + b
2
)

4. a
3

+ b
3

= (a + b)(a
2 − ab + b

2
)

5. a
3

+b
3

+c
3−3abc = (a+b+c)(a

2
+

b
2

+ c
2 − ab − bc − ca)

6. a
b

+ b
3

+ c
3

= (a+ b+ c)
3 − 3(a+

b)(b + c)(c + a)

7. a
4 − b4 = (a − b)(a + b)(a

2
+ b

2
)
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8. a
4

+ b
4

= (a
2

+ b
2 − ab

√
2)(a

2
+

b
2

+ ab
√

2)

9. a
5− b5 = (a+ b)(a

4
+a

3
b+a

2
b
2

+

ab
3

+ b
4
)

10. a
6
+b

6
= (a

3−2ab
2
)
2
+(b

3−2a
2
b)

2

11. a
n− bn = (a− b)(an−1

+a
n−2

b+

... + ab
n−2

+ b
n−1

)

12. a
2n+1

+ b
2n+1

= (a + b)(a
2
n −

a
2n−1

b + ... − ab2n−1
+ b

2n
)

13. (a+ b+ c)
2

= a
2

+ b
2

+ c
2

+ 2ab+
2bc + 2ac

14.

 n∑
j=1

a
2
j


 n∑
j=1

x
2
j

 −
 n∑
j=1

ajxj


2

=
∑

1≤i<j≤n
(aixj − ajxi)

2

15. (Hermite)

n−1∑
k=0

[
x +

k

n

]
= [nx]
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12 Polinomok

12.1 Egy polinom algebrai alakja

Az f ∈ C[x] polinom a következő alakba írható f =

a0X
n

+ a1X
n−1

+ ...+ a1X + a0 , ahol
n a polinom fokszáma,a0 szabad tag ésan a főegyüttható.A
polinomhoz rendelt függvényt a következőképpen értelmezzük:
Legyen f ∈ C[x] és f̃ : C → C, f̃(α) =
f(α), ∀α ∈ C; f(α) az f értékeα-ban.
Maradékos osztás tétele:Legyenek ∀f, g ∈ C[x], g 6=
0 ekkor léteznek olyan q, r ∈ C[x] polinomok, amelyek
egyértelműen meghatározottak, ésf = g ·q+r, degr<
degg.
Egy polinom osztása (x-a)-al Az f ∈ C[x], f 6= 0
polinom osztási maradéka az x − a polinommal pontosan
f(a). Horner séma: Megszeretnénk határozni a hányadost

q = b0X
n−1

+ b1X
n−2

+ ... + bn−1

amelyet az f = a0X
n

+ aaX
n−1

+ ...an az
X − a polinommal való osztása során kapjuk;

| a0 a1 · · · an−1 an
a| b0 = a0 b1 = ab0 + a1 · · · bn−1 = abn−2 + an−1 r = f(a) = abn−1 + an
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12.2 Polinomok oszthatósága

Értelmezés 12.1. Legyen f, g ∈ C[x], azt mondjuk, hogy
g osztja f -t és a következőképpen jelöljük:g|f , ha ∃q ∈
C[x] úgy, hogy f = gq.

Tétel 12.1. A polinom oszthatósági tulajdonságai a következők:

1. a|f, ∀a ∈ C∗, ∀f ∈ C[x];

2. g|f és f 6= 0 ⇔ r = 0;

3. g|f és f 6= 0 ⇒ grad f ≥ grad g;

4. f|f (reflexivitás);

5. a ∈ C∗ ⇒ f|f ;

6. f|g şi g|h ⇒ f|h (tranzitivitás)’

7. f|g, g|f ⇒ ∃a ∈ C∗ cu f = ag

Értelmezés 12.2. Egyd polinomot azf ésg legnagyob közös
osztójának nevezzük ha:
1.) d|f, d|g
2.) d′|f, d′|g ⇒ d

′|d és a következőképpen jelöljük
d = (f, g).

Értelmezés 12.3. Ha d = 1 akkor f, g relatív primeknek
nevezzük.

Értelmezés 12.4. Azm polinomot az f, g polinomok
legkisebb közös többszörösének nevezzük ha:
1.) f|m, g|m;

2.) f|m′, g|m′ ⇒ m|m′ .
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Tétel 12.2. Ha d = (f, g) akkorm =
f · g

d
.

12.3 Irreducibilis polinomok

Egyn-edfokú polinomra akkor mondjuk, hogy irreducibilis, ha
az nem bontható fel két, n-nél kisebb fokú polinom szorzatára.
Nevezhetjük őket a polinomok között prímeknek. Fontos azon-
ban, hogy mely számok teste felett értjük az irreducibilitást, ugya-

nis például az x2
+ 2 polinom a valós számok teste felett

irreducibilis, a komplexé felett pedig nem.

Tétel 12.3. Állítások irreducibilis polinomokra:

1. Minden elsőfokú polinom irreducibilis.
2. Ha f(x) irreducibilis, akkor tetszőleges c 6= 0 kon-

stans esetén cf(x) is az.

3. Ha p(x)|f(x)g(x) és p(x) irreducibilis, akkor
p(x)|f(x) vagy p(x)|g(x).

4. Minden f(x) polinomhoz megadhatók konstans szorzó
erejéig egyértelműen olyan

p1(x), p2(x), . . . pn(x)

polinomok, hogy

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pn(x)

teljesül.
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Tétel 18.19. Létezik egy f : Q∗+ → Q egy szürjektív

morfizmus (Q∗+, ·) és (Q,+) között.

Tétel 18.20. Legyen p egy prím és legyen |G| = p
2 .

EkkorG Abel csoport.

Tétel 18.21. HaG ∼= Zn , akkorG egyn0ed rendű véges
csoport.

Tétel 18.22. Ha |G| = p
3 , akkorxp ∈ Z(G).

18.2 Monoidok

Legyen (M, ∗) struktúra,

M ×M → M, (x, y) → x ∗ y,

M nem üres;
A monoid axiómái:
M1. (x∗y)∗ z = x∗ (y ∗ z), ∀x, y, z ∈ M
(asszociativitás);

M2. ∃e ∈ M úgy, hogyx∗e = e∗x = x, ∀x ∈
M (e semleges elem)

M3. (ha)x∗y = y∗x, ∀x, y ∈ M , akkor a monoid
kommutatív.
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Példák: 1. (N,+), (N, ·) kommutatív monoidok;
2. (F (E), ◦) kommutatív monoid, ahol F (E) az f :
E → E, (E nem üres) függvények halmaza, a "◦" füg-
gvény összetétellel.

18.3 Gyűrűk

Az (A,+, ·)-t gy űrűnek nevezünk, ha:
Cs. (A,+) Abel csoport
M. (A, ·) monoid és
D. "·" distributív a "+"-ra nézve,vagyis:
1)x · (y + z) = x · y + x · z,
2) (y + z) · x = y · x + z · x∀x, y, z ∈ A.
K. (ha) x · y = y · x, ∀x, y ∈ A, akkor a gyűrű
kommutatív.
Példák:

1. (Z,+, ·) egész számok gyűrűje ;

2. (Z[i],+, ·) Gauss egészek gyűrűje, ahol

Z[i] = {z = a + ib|a, b ∈ Z}

3. (Rn,⊕,⊗) a maradékok gyűrűje modulon;

4. (Mn(A),+, ·) négyzetes mátrixok gyűrűje(melyek
elemei azA-ból vannak);
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5. (Zn,+, ·) maradékosztályok gyűrűje modulon.

Legyenek (A,⊥, ∗) és (A
′
,4, ◦) gyűrűk:

Értelmezés 18.2. f : A → A
′

-et gyűrű izomorfizmus-
nak nevezzük, ha f bijectív és

f(x⊥y) = f(x)4f(y),

f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y),

∀x, y ∈ A.

Értelmezés 18.3. (A,+, ·) egy zérusosztó mentes gyűrű,
hax 6= 0, y 6= 0 eseténx · y 6= 0.

Értelmezés 18.4. Egy kommutatív zérusosztómentes gyűrű,
melynek van legalább két eleme azt integritási tartománynak
nevezzük.

Értelmezés 18.5. Ha (A,+, ·) gyr̋uű, akkor

(A[x],+, ·)

azA fölötti polinomgyűrűnek nevezzük; f ∈ A[x], f =

a0+a1x+a2x
2
+...+anx

n az algebrai formája
egyx változósA beli együtthatókkal rendelkező polinomnak
- haan 6= 0, gradf = n, (an főegyüttható);
- ha a0 = a1 = ... = an = 0, f = 0 null
polinom, melynek foka−∞.
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Tulajdonságok:

1.) grad(f + g) ≤ max{grad f, gradg} ;

2.) grad(f · g) ≤ gradf+ gradg.

3.) egy gyűrű karakterisztikáján azt a legkissebbn természetes
számot értjük melyre n · 1 = 0. Ha nem létezik ilyen
természetes szám, akkor azt mondjuk, hogy a gyűrű karakter-
isztikája 0.

4.) Mac Hale tétel: Legyen A,+, · gyűrű. Ha létezik egy
f : (A,+) → (A,+) morfizmus mely szürjek-

tív és ∀x ∈ A : x
2 − f(x) ∈ Z(A) akkor

következik, hogyA kommutatív.(Z(A) a kommutáló elemek
halmazaA-ban).

Tétel 18.23. HaA egy integritási tartomány, akkorA[x] is
integrtási tartomány és grad(f · g) = gradf+ gradg
, ∀f, g ∈ A[x].

18.4 Testek

Legyen (K,+, ·) struktúra és

K ×K → K, (x, y) → x + y

,
K ×K → K, (x, y) → x · y,
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