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1 Miiveletek valés szamokkal

1.1 Gyokok és hatvanyozas

LL1 Hatvinyozds

mnm _ _m n
1. a =a - a
2. a™ "™ = (a-b)™
3 a™m:a" =M
4 a™ ™ =(a: )™
1
5007 =
am
6. (@™)" = o™M"

A val6s szdmok hatvinyai kiterjeszthetdek raciondlis, irraciondlis,
illetve valds hatvinyokkal is sorok segftségével. Ezek a hatvényok
is azokkal a i amivel a termé
kitevoji hayvnyok.

112 Gyokik

Az aldbbi képletekben értelemszertienaz 72, . > 2, valamint
az a, b, ¢ szamok olyan valés szdmok, amelyckre az adott
Kifejezéscknek van értelme:

1
n

. Wa=an,a>o0;

-



24 = "m\/alm Tpan,

6. 2ntl—q — _ 2ntlg

a4+ ¢
7. \/ai ahola

c — b egynl6ségbdl hatdrozzuk meg a ¢ értékét.




Tekintsiik a kovetkez példit a 17 képletre. Hozzuk egyszeribb

alakra \/ 3 + /8 kifejezést. Ebben az esetben nehéz dolgunk
van és nem igazén tudunk vele mit kezdeni, ezért folyamodunk a

fenti képlethez: c2 = 3% — 8 = 1.tehit

Varve= 2 30 s
2\ 2

1.2 Azonossagok

Béarmely x, y, 2, t, a, b, ¢, d € Résn € Nesetén:

1L a? =12 = (a—b)(a+b)
2 (a? 46 (2? +4?) = (ax — by)? +
(ay + ba)?

3. ab — b'3 = (a — b)(a2+ab+b2)

4 a® 163 = (a+b)(a? - ab+ b2

5. a3 +6% 4¢3 —3abe = (atbte)(a?+
b2 + ¢2 — ab — be — ca)

6 a®+3 4+ =(atb+e)® —3(at
b)(b + c)(c + a)

7. a* —b* = (a — b)(a + b)(a? + b?)



8.

at 4ot = (a® + b2 — abVv2)(a® +
b2 + abv32)

a5 7b5 = (a+b)(a4+a3b+a2b2 +
ab® + v?)

%468 = (a3 —2ab2)2 +(b° —2421)2
a™ —b" = (a—b)(a" 4+ a2+
o+ ab™ T2 gl

o2l 4 2t = (o 4 b)(a®n —
a2n71b+ I ab2n71 + b2n)

(a+b+0)?=a% 4062+ c% 120+
2bc + 2ac

2
) (El ) - (El “J‘”‘f)
2

= > (ajzj — ajx;)
1<i<j<n
(Hermite)

n—1 "
> [m+ —} = [na]



12 Polinomok

12.1 Egy polinom algebrai alakja

Az f € Cla] polinom a kbvetkezd alakba irhaté f =

aoX™ +a1 X" 4 . 4 a1 X + ag,ahol
na po]mom fokszama ap szabad mg és an a focgyuuhato A
rendelt fiiggvényt a

Legyen f € C[z] sf : C = C fla) =
f(a), Vo € C; f(a)az f értéke a-ban.

Maradékos osztés tétele:Legyenek ¥V f, g € Cz], g #
0 ekkor Iéteznek olyan g, 7 € C[a] polinomok, amelyek
egyértelmiien meghatdrozottak, és f = g - g+ r, degr<
degg

Egy polinom osztdsa (x-a)-al Az f € Clz], f # 0
polinom osztdsi maradéka az @ — @ polinommal pontosan
f(a). Horner séma: Megszeretnénk hatdrozni a hanyadost

=bo X" b X2 4 b,y

amelyetaz f = agX™ + ag X" L+ .apa
X = a polinommal val6 osztdsa sordn kapjuk;

| ag ay
al by =ag by =abg+ay
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12.2 Polinomok oszthatésiaga

Ertelmezés 12.1.  Legyen f, g € C[a], azt mondjuk, hogy
g osztia f-t és a kivetkezoképpen jeldljik:g | f, ha 3q €
Cla] gy, hogy f = gq.

Tétel 12.1. A polinom igi i aki

alf,Va € C*,Vf € Clz];
glfésf#0er=0;

glfésf #0 = grad f > grad g;
F 1 f (reflexivitds);

aec” = flf:

flgsiglh = f|h (rranzitivitds)’
flg,glf = Jaec*af =ag

N m R W~

Ertelmezés 12.2.  Egy d polinomot az f és g legnagyob kizés
osztdjdnak nevezziik ha:

L)d|f, dlg

2)d | f,d" |g = d’|d ésakovetkezdképpen jeloljik
d = (f,9)-

Ertelmezés 12.3. Ha d = 1 akkor f, g relativ primeknek
nevezziik.

Ertelmezés 12.4. Az m polinomot az f, g polinomok
legkisebb kiizds tbbszirdsének nevezziik ha:

1) flm, glm;

2.)f|m/, g\m/ = m|m/‘
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Tétel 122. Had = (f, g) akkor m =

12.3 Irreducibilis polinomok

Egy n-edfokd polinomra akkor mondjuk, hogy irreducibilis, ha
az nem bonthat6 fel két, 1.-nél kisebb fokii polinom szorzatdra.
Nevezhetjiik Gket a polinomok kozott primeknek. Fontos azon-
ban, hogy mely szimok teste felett értjiik az irreduci s, ugya-

nis példdul az 2 + 2 polinom a valés szamok teste felett
irreducibilis, a komplexé felett pedig nem.

Tétel 123, Allitdsok irreducibilis polinomokra:
1. Minden elsifoki polinom irreducibilis.

2. Ha f(a) irreducibilis, akkor tetszsleges ¢ 7 O kon-
stans esetén ¢ f (@) is az.

3. Hap(x)|f(x)g(x)és p(x) irreducibilis, akkor
p ()| f (@) vagy p(x)|g ().
4. Minden f (@) polinomhoz megadhatdk konstans szorz6
erejéig egyértelmiien olyan
p1(x), pa(x), ... pp(x)
polinomok, hogy

f(z) = p1(e)pa(@) ... pn(x)

teljesil.
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Tétel 18.19.  Létezik egy f : @i — Q egy sziirjektiv
morfizmus (@1 L +) és (Q, +) kazon.

o _ .2
Tétel 18.20.  Legyen p egy prim és legyen |G| = p=.
Ekkor G Abel csoport.

el 1821. Ha G &£ Ly, akkor G egy nOed rendii véges
csoport.

Tétel 18.22. Ha |G| = p°. akkor 2P € Z(G).

18.2 Monoidok

Legyen (M, ) struktira,
M X M — M, (z,y) = = *y,

M nem iires;

A monoid axiémai:
ML(zxy)*xz=ax(yx*xz),Ve,y,z € M
(asszociativitds);

M2 3e € Migyhogyzxe = exx = x, Vo €
M (e semleges elem)

M. (ha)z*y = y*x, Ve, y € M,akkoramonoid
kommutativ.
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Példsk: 1. (N, +), (N, -) kommutativ monoidok;

2. (F(E), o) kommutativ monoid, ahol F'(E) az f :
E — E, (E nem iires) fiiggvények halmaza, a "o" fiig-
gvény bsszetétellel.

18.3 Gyiiriik

Az (A, +, +)-tgy dirlinek neveziink, ha:

Cs. (A, +) Abel csoport

M. (A, -) monoid és

D."-" distributiv a "4-"-ra nézve,vagyis:

hz - (y+z)=z-y+z- =2
D(y+z2)-za=y-z+z- aVe,y,z € A
Khyx -y =y -z, Vo,y € A,akkora gyiri
kommutativ.

Példak:

1. (Z, +, -) egész szimok gyfrGje ;

2. (z[3], +, ) Gauss egészek gylirtie, ahol

z[i) = {z = a + ibla, b € 2}
3. (R, @, ®) amaradékok gydirdije modulo 7;
4. (Mn (A), +, ) négyzetes mitrixok gy(rtje(melyek

elemei az A-b6l vannak);
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5. (Zp s +, -) maradékosztdlyok gy(irtije modulo 7.
’
Legyenck (A, L, )& (A , A, o) gydrik:

’
Ertelmezés 18.2. f : A — A -et gyiird izomorfizmus-
nak nevezziik, ha f bijectiv és

flzly) = f(=)Af(y),
f(z*y) = f(=)o f(y),
Va,y € A

Ertelmezés 183. (A, +, ) egy zérusoszté mentes gyir,
haxw # 0,y # Oeseténx - y # 0.

Ertelmezés 18.4.  Egy kommutativ zérusosziomentes gyir,
melynek van legaldbb két eleme azt integritdsi tartomdnynak
nevezziik.

Ertelmezés 18.5. Ha (A, +, +) gyfui, akkor
(Alz], +, )

az A folitt polinomgyiriinek nevezzitk; f € Alz], f =
agtaiztagz?+...4anz™ aagebraiformdja
egy @ viliosds A beli egyiitthatdkal rendelkezd polinomnak
~haan # 0, gradf = n, (an féegyitthatd);
Shaag = ay = ... = ap = 0, f = Ol
polinom, melynek foka — .
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Tulajdonségok:
1yerad(f + g) < max{gad f, gradg}:

2) grad(f - g) < gradf+ gradg.

3.) egy gy(ir azta
szdmot értjiik melyre - 1 = 0. Ha nem létezik ilyen
természetes szdm, akkor azt mondjuk, hogy a gy(r(i karakter-
isztikdja 0.

4) Mac Hale tétel: Legyen A, +, - gyfird. Ha létezik cgy
i (A +) — (A, +) morfizmus mely szirjck-
WeVe € A 22 = f(z) € Z(A) akkor

hogy A W(Z(A)a 416 clemek
halmaza A-ban).

Tétel 18.23.  Ha A egy integritdsi tartomdny, akkor A 2] is
integrtdsi tartomdny és grad( f - g) = grad f + gradg
Vg € Alx].

18.4 Testek
Legyen (K, +, -) struktira és
KXK— K, (v,y) >z +y

KX K — K,(z,y) > x-y,
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