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1. A matematikai logika
elemei

1.1. Az itéletkalkulus elemei

Ertelmezés. ftéletnek neveziink egy j6l meghatdrozott
dologra vonatkozé kijelent mondatot, amelyrsl egy-
értelmiien eldonthets, hogy igaz vagy hamis.

egjegyzés. Egy itélet nem lehet egyidben igaz is és
hamis s és az sem lehetséges, hogy igaz se és hamis s
legyen.

ezés. Egy itélethez egyértelmiien hozzérendel-

hetjiik az 1 vagy o logikai éxtéket: ha az itélet igaz, ak-
ko logikai értéke 1, ha hamis, akkor logikai értéke o
(ittaz ,1” és "0” szimblumokat és nem szamokat je-
lolnek).
Jelolés. Az itéletek jellésérea p, g, 7, . . . kisbetii-
ket haszndljuk.

Példa. ftéletek: ,,Minden négyzetben van derékszog. - igaz,
logikai értéke 1;
. Egy haromszig szogeinek mértékének dsszege 110° .-
hamis, logikai értéke 0;
,, Az egyenl§ oldalii haromszogben az oldalak kongruensek.”
-igaz, logikai értéke 1.
Nem itéletek: ,, 2 +3=10"- nem lehet eldonteni, hogy
igaz vagy hamis: létezik olyan x érték, amelyre igaz
(z="7) és van olyan x is, amelyre hamis (példaul az
x=1);

Egy hiromszégben az oldalak kongruensek.”- az egyenld ol-
dalt hdromszog esetében igaz, minden mas esetben hamis.
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ftélet tagadasa

Frtelmezés. A p itélet tagadfsa a ,,non p” itélet (je-
16lés: —p vagy P), amely igaz, ha p hamis és hamis,
ha p igaz.
Logikai érték-  Megjegyzés. A p és —(—p) ité-
téblazat:  letek logikai értéke megegyezik.
P | =P Szobelikozlésben atagadast alta-
0] 1 14ban a ,, nem” sz6val fejezziik ki.
1 o

Példa. A p: ,,Kettd plusz hiarom nagyobb négynél.” igaz
itélet tagadasa a

—p: ,,Kettd plusz harom nem nagyobb négynél.” hamis
itélet.

Ma(emankaﬂag ez( igy irjuk le: p: ,,243>4",
—p:,2+3%4

A ,,Minden kutya feke(e." hamis itélet tagadasa a ,,Van
olyan kutya, amely nem fekete.” igaz allitas.

itéletek konjunkeiéja

Firtelmezés. A p és q itéletek konjunkeiéja a , p és
q” ftélet jellés: p A q), amely csak akkor igaz, ha
et Grték tabligar, Tind @ P, mind a g igaz
Logikai értélctibldzat; @08 P WG 9 e
azegyik hamis, akkor p A
q hamis).
Megjegyzés. Szébeli kiz-
lésben a konjunkeit lta-
ldban az ,,és” sz6val fejez-
ziik ki.




{téletek diszjunkeioja

A p és q itéletek diszj jaa,, p vagy
q” itélet (jelolés: p V q), amely csak akkor hamis, ha
mind a p, mind a ¢ hamis
(ha p és g koziil legalabb
az egyik igaz, akkor p V g
igaz).
Megjegyzés. Szobeli kiz-
lésben a diszjunkeiot al-
talaban a ,,vagy” széval
fejezziik ki.

Logikai érték-tablazat:
p

.. egyszer(i itéletekbdl a
—, V, A logikai operatorok véges szami alkalmaza-
aval alkotott 0] itéleteket Gsszetett ftéleteknek nevez-

zil

Megjegyzés. Az itéletkalkulus azt vizsgilja, hogy egy
Osszetett itélet logikai értéke hogyan fiigg az 6t alkoto
egyszeri itéletek logikai értékétol.




2. Valos szamok

2.1. Valos szamhalmazok

Jelolés,. N={0,1,2,3,...} a természetes
szémok halmaza;
z={...,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...} az
egészsﬁmokhn]mm,

@:{ m‘m nez, n#O} a racionalis szd-

mok halmaza;

IR a valés szdmok halmaza;

I=RR \ Q az irracionlis szAmok halmaza;
N*=N\ {0}, z* =2\ {0}, Q* =Q\ {0},
R* =R\ {0}.

Megjegyzés. NCZCQCR, R=QUI,
QNI=0.

Az Gsszeadés tulajdonsagai

@ asszociativitas: (z + ) + 2=z + (Y + 2),
Va,y,z€R (N,Z,Q);

@  kommutativitas: * +y=1y+z,
Vz,y€R(N,Z,Q);

@  semleges elem létezése: 30 € R tigy, hogy
z24+0=0+z=x,Vz R (N,Z,0Q);

@ minden egész (raciondlis, valés) szam-
nak van ellentettie: Nz €Z (Q,R)
esetén 3(— z) €Z (Q,R) tgy, hogy
ot (—z)=

19



A szorzas tulajdonsagai

@ asszociativitas: (z - y) - 2=z - (y- 2),
Vz,y,z€R(N,Z,Q);

@ kommutativitds: x-y=1y - x,
Vz,y€R(N,Z,Q);

@  semleges elem létezése: 31 € R Ggy, hogy -
1=1-z=x,Vz R (N,Z,Q);

@  minden nemnulla raciondlis (valés) szamnak
van inverze:

1
Vz €Q* (R*)esetén 3 — €Q* (R*)
x

ilg

1
agy, hogy @ - —

@
@  aszorzés disztributiv az dsszeadasra nézve:
z(y+z)==zyt=zz,
(z+y)z==zz+yz Vz,y,z€ER

Feladat. Igazoljuk, hogy \/2 irraciondlis.

M. Tegyiik fel ennek az ellenke: , azaz V2 EQ.

Ekkor léteznek az a,b€N, b0 szmok dgy, hogy
a a

—, — irreducibilis. Az egyenl6ség mindkét olda-
b

2 2

2
a
Jit négyzetre emelve 2= — = a? = 262, igy a2 pa-

ros =>a is paros = a =2k, k EN. Behelyettesitve,
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4k2=2b2 = 2k2 =b2, azaz b2 is paros = b is
a
péros = b=21,1 € N. Mivel a = 2k, b=21,az — tort

egyszeriisithet6 2-vel, ez pedig ellentmond feltételezésiink-
nek. Tehat v/2 nem lehet racionalis.

Oszthatosag

Frtelmezés. Az a egész szédm oszthatb a b egész szam-
mal, ha létezik egy olyan c egész szam, amelyre a =
c.

Jeldlés. a b (,,a oszthaté b-vel’) vagy b|a (,,b
osztja a-t").
Tétel. (Maradékos osztas tétele) Ha a €N és b €
N*, akkor léteznek és egyértelmiiek a g, € N szé-
mok iagy, hogy a = bq + 1 és 0 < < b.
Tétel. Ha a, b, c € N*, akkor

@ haal|bésb|c,akkor a|c (tranzitivitds);

@ haal|bakkor ma|mb, Vm € N*;

@ ha alb é alc, akkor a|mb+nc,

Vm,neN*.

Ertelmezés. Egy p > 2 szamot primszémnak neve-
ziink, ha csak 1-gyel és 5Snmagaval oszthat6 (nincs va-
16di oszt6ja).
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Tizedes tortek

Ertelmezés. Egy ag,ajagag ... alaki tizedes
tort

@  véges tizedes tort, ha a tizedesvessz6 utdn vé-
ges sok szimjegy all;

@  tiszta szakaszos tizedes tbrt, ha van olyan p €
N, p>1, amelyre
Apfp=an,Vn>1

@ vegyes szakaszos tizedes tort, ha van
olyan k,p€eN, p>1, k>2, amelyre
apqp=an,Vn>k.

Példa. Véges tizedes tort: —12,003.
Tiszta szakaszos tizedes

J

13,248248248...7 513, (248).
Vegyes szakaszos tizedes tort:

jel.
—23,0487271271...7 £ —23,0487(271).

Tétel. Minden raciondlis szdm dtirhat6 véges, tiszta
szakaszos vagy vegyes szakaszos tizedes tort alakba.

Feladat. [rjuk tizedes tort alakba a kévetkezd kozonséges
137 19 433

torteket: —, —, —.

40 21 330

137
M. Elosztva a szamldlét a nevez6vel, —— =137:40=
22 40



= 3,425 (véges tizedes tort),

o =19:21=0,904761904761...=

02 1( 904761) (tiszta szakaszos tizedes tort),

433 =433:330=1,3121212...=1,3(12)
(vegyes szakaszos tizedes tort).

Tétel. Minden véges, tiszta szakaszos vagy vegyes sza-
Kaszos tizedes tort atirhatd kizonséges tort alakba.

Feladat.  [rjuk kozonséges tort alakba a kovetkezs
tizedes térteket: 3,25; 1,335; 0,(36); —2,(693);
3,2(35); 1,01(2).

M. Véges tizedes tort atirdsa:

5 335
3,26=3——=3—;1,335=1 .

100 4 1000
Tiszta szakaszos tizedes tort atirdsa: 7
—2,(693)=—2— =—2—,
999 111
0,(36)= —=—.
99 11
Vegyes szakaszos tizedes tort atirasa:
12—-1 11
1,01(2)=1 =1—,
900 900
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235—2 233
3,2(35)=3— ~=3"",
990 990

Ertelmezés. Az« valés szim egész része az a legna-
gyobb egész szim, amely kisebb vagy egyenl @-nél
Gelolése: [a

[z]=keZek<az<k+1

. fob=a—

Az x vald
—[z]€[0,1) szém.

Feladat. Hatdrozzuk meg a \/ 2 3/2 szam egész-és

tortrésaét!
-0
M.4<1/29—-3v2 S: 16<29—-3V2¢
2
@3\/5513@» 18<169,
oo —aTmesl0?
29-3v2<5 5:» 29-3v2<25¢<

2
@4<3\/§|5:)> 16<18.

Tehit 4 < /29 — 3v/2 < 5, azaz

29—3\/5]:4,
{ 29—3\/27}:
= 29—3\/5—[ 29—3\/5}:
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=4/29-3V2—4.

Ertelmezés. Az x valés szam modulusza (abszolit

értéke)

@,haw >0 , positv seém modulusza

_ 6nmaga”

={—=,haz <0 , negativ szim modulusza
aszém ellentettie”.

Feladat. Oldjuk meg a |2z — 4|+ |5 — = | =3 egyen-
letet!
M. A modulusz értelmezése alapjan

peai_d 2m—4 _ ha2s—4>0 _
[2e0—41=0 Tiop_4) ‘ha2z—4<0 =
2z—-4  hz>2 |
—{ “2z44 haw<2 ollve
5—z has—x>0 _
“(5—z) .ha5-x<0 =
f 5-= haz<5
=1 —5+z .mx>5

Az x-nek 2-hoz és 5-hoz valé viszonya szerint harom esetet

kiilonbztetiink meg.

I Ha o € (—00,2), akkor |22 —4|=—2z44 és

|5 — x| =5 — , igy az egyenlet:

C2a 445w =3oa=2¢(—o00,2),

tehat My =0.

1. Ha x€[2,5], akkor [2xz—4|=2x—4 é
25




|5—z|=5—=, egyenlet:
21—4+5—z_3©m_2€[2 5] tehat
Mo ={2}.

IILHaz € (5, 00), akkor |22 — 4| =2z — 4 és
|5 — @ |=—5+x, igy azegyenlet: 2z — 4 — 54 =
=3 x=4¢(5,00),tehit M3 =0.

Amegoldéshalmaz M = My UMy U Mg ={2}.

Avalés szdmegyenes (szimtengely)

Valés neveziink egy
olyan d egyenest, amelyen rogzitett az O kezd6pont
(origo), a pozitiv irdny és az egység.

4 1.4 1 2,3
1 ? % 1

T & T
A(—1,4) I A(2,3) @
Ha D jeléli a d egyenes pontjainak halmazit, akkor ér-
telmezhet$ az f: D — R filggvény: tetszleges A € D
pont esetén legyen f (A) az [O A] szakasz eléjeles hossza.
Ez a fiiggvény bijektiv, inverze a g:R — D fiiggvény: az
2 ER szim esetén g(z) = A(z), ahol A(z) € D az
a pont, amelyre O A (z) = (eljelesen). Ebben a felfo-
gésban az @ € R s24m modulusza tigy értelmezhets, mint az

[O A ()] szakasz hossza.
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4. Fiiggvények

4.1. A fiiggvény fogalma

Frtelmezés. Legyen A és B két nem iires halmaz.
Azt mondjuk, hogy egy fiiggvényt értelmeztiink az A
halmazrél a B halmazra, ha az A minden elemének
megfeleltettiik a B pontosan egy elemét. Az A hal-
mazt a fiiggvény értelmezési tartoményénak vagy do-
méniuménak, a B halmazt a fiiggvény értékkésaleté-
nek vagy kodoméniuménak nevezziik.

Blés. Ha f egy fiiggvény A-r6l B-re, ezt igy je-
f: A — B. Haaz A halmaz x elemének az

HE B e g
y=f () jelolést haszndljuk és azt mondjuk, hogy
,y az w-nek az f 4ltali képe”.

Példa. Az A={1,2,3} és B={5,6} halmazok kszt

azx »i» x4 megfeleltetés nem hatéroz meg egy fiiggvényt,

men3>£>7€B.

Az A={1,2,4} és B =R halmazok kézt az ,, ¢ — y,

ahol y2 =

" megfeleltetés nem hatéroz meg fiiggvényt,

mert az & = 1 értéknek a B halmazbol nem csak egy elem
felel meg: azyy =1 € B ésyg = — 1 € B egyarént tel-

jesiti az yf =y3 =1 feltételt. Az ARy, 2>

y, ahol y2 =x" megfeleltetés egy figgvény: 1+ 1,
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22,4 2.

Ha A és B szimhalmazok, egy f: A — B fiigg-
vényt szémfiiggvénynek neveziink, egy = € A szim
esetén f () neve: ,,az @ behelyettesitési értéke”.
Frtelmezés. Ha f A— B, CCA, akkor az
flc:C—=B, flo(z)=f(z), YzeC
fiiggvény az f figgvénynek a C halmazra valo
leszfikitége.

Példa Ag:{1,2,3} —{4,5,6,7,8,9},
2% 2+ 4 figgvény értelmezési tartomdnya {1,2,3}

és értékkésdlete {4,5,6,7,8,9}. A behelyettesitési

értékek: g(1) =5, g(2)=6,9(3)="7,
9|{172}={1x2}*>{47576¢718,9}v
g|{1,2}:1>—>5, 2+ 6.

Egy fliggvényt harom elem hatéroz meg: az értelme-
zési tartomény (A), az értékkészlet (B) és a hozza-
rendelési torvény.
Frtelmezés. Az f: A — B és g: C — D fiiggvé-
nyek egyenlék, ha e harom sszetevéjik megegyezik,
azaz A=C,B=Dés f(x)=g(x),Vo € A.

Pada Az f R Ry oy || és g: R R,
% /22 fiiggvények egyenlék: értelmezési tartomé
nyuk és értékkészletik megegyezik,
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Vz eR.
Fliggvények megadasi modjai

Az f fiiggvény szintetikusan értelmezett, ha az értel-
mezési tartomény minden z eleme esetén megadjuk a
hozzérendelt y € B elemet- ezt a fajta megadési mo-
dot altaliban akkor hasznéljuk, ha az értelmezési tar-
tomanynak kis szimii eleme van:

@  Venn-Euler diagrammal,

@  értéktablazattal,

@  afiiggvény grafikonjaval.
Analitikusan értelmezett egy fiiggvény akkor, ha az
2 € A elemnek megfelels y = f (x) € B elemet
egy hozzarendelési szabaly (vagy valamely egyértelmii
tulajdonsg) segitségével adjuk meg- ez a szabaly le-
het

@  egy képlettel (szaballyal) értelmezett (ez a leg-

gyakoribb),

@  tobbképlettel (szaballyal) értelmezett- az értel-

mezési larlomany diszjunkt részhalmazain kii-

@  rekurzios képlettel értelmezett.
Példa. A mellékelt Venn-Euler-diagram azt az f fiiggvényt
jeldli, ahol A={2,6,3}, B={a,b,c,d}, 2>£)(:,

sdeeda
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i 2 3 4 tablazat azt
ST 1T @t a g
fiiggvényt jeldli, ahol A= {2,3,4},
B={2,11},2%11,3%2,4%11.
A G =1{(a,8),(5,4),(c,4),(d,5)} gratikon
azt a h fiiggvényt hatérozza meg, ahol A= {a,b,c,d},

B={3,4,5}ésal%3,b%4 clba alks.

Az f:(0,00) =R, f(x)=a2 azt az f fiiggvényt
jeloli, amely tetszéleges a € (0, 0o) elemnek a négyzetét
felelteti meg, példaul f(3)=32=9, f(11)=112=
=121, de_fL—5] nem értelmezett, mert — 5 (0, 00).
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5.3. Masodfoka fiiggvény

Ertelmezés. Egy f:R—R, f(z)=az2+
bz + c alaki figgvényt, ahol a, b, c ER, a0,

‘mésodfok fiiggvénynek neveziink.
Ha A=b2 —4ac>0, az f(x)=0 egyenlet
—b+VA
gyokei: Ty g=—.
’ 2a

Tirtelmenés. Egy masodfoki fiiggvény grafikus képét
parabolénak nevezziik.
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Monotonités-tablazat

al-co  my=—L too
a>0, f(x) +O<>\yv:—ﬁ A +oo
a<0,f(z)—oo/‘yvzfﬁ —oo
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ElGjel-tablazat
@ A>0:
x|—0c0 ®] =z +
a>0,f(x)+ + 0
a<0 f@— =0
9 A=o0:

SO0 T 0
a<0,f(@)— — 0

@ A<o:

z|—0 @j=—L 4o
T

x|—co +oo
a>0, f(z)[+ + +
a <0,

Feladat. Az f masodfokii fiigguény grafikus képe dtmegy
az A(—1,12), B(1,6), C(3,16) pontokon.
Hatd meg az f itdsi intervallumai

M. Legyen a  keresett  fiiggvény f:R—>R,
az?tbrtec A,B,CEGy=

(-1)=12,7(1)=6,£(3) =16.

Aza—b+c=12, a+b+c=6,9a+3b+c=16
egyenletrendszer megoldisa a =2, b=—3, c=7, igy
f(x)=2a2 —3x+7.

b 3
Figyelembe véve, hogy a > 0 és — — = —, f szigortan
2a 4

3
csokkend a (700,—} intervallumon és szigortian
4



3
novekvs a { —+ oo) intervallumon.
4

Parabola megrajzolasa

A parabola megrajzolasakor a kovetkeziket vessziik

figyelembe:
@ haa > 0,aparabola szarai felfele, ha a < 0,
akkor lefele mutatnak;
@  aparabola szimmetriatengelye az = = — %
fliggGleges egyenes;
@ ha a>0, a figgvénynek minimuma, ha
a < 0, akkor maximuma van;
a b A
@ a parabola csticsa a V' (7 ik E)
ont;
@ az Ovy tengellyel val6 metszéspont a (0, c)
pont;
@ az O« tengellyel valo metszéspont:
@ ha A>0, két metszéspont van:
(x1,0) és (z2,0);
@ ha A=0, a parabola érinti az Oz
tengelyt a (;—ab s 0) pontban;
@ ha A <0, nincs metszéspont;
@ tetszOleges x  értékekre  4abrézoljuk az

(z, f(x)) pontokat.

Feladat. Abrazoljuk az f :R — R,
f(z)= 22 3+ 2 fiigguényt!
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M.a=1b=-3c=2f(0)=2=
Gfm()y {(0,2)},A=1>0,z1 =1,
29 =2=G;NOx={(1,0),(2,0)}.
3 1
A parabola csticsa V' (—,7—).
2 4
A grafikus kép szimmetria-tengelye
3

az x = — egyenes, a szarak felfele
2
mutatnak. Mindezen adatokat egy-

bevetve megrajzoljuk a grafikus ké-
pet.

Feladat. Igazoljuk, hogy az
fm(z)=maz?42(m+1)z+m-+2,meR*
parabolacsaldd csticsai az y =  + 1 egyenletti egyenesen
vannak!
M. Az f parabola csicsa V (xy,,yys), ahol
2(m+1) m41
Ty=———"—=-——,A=4,
2m m
4
Yy =— —— =— —. A parabola csiicsa akkor van az

m m
y =2+ 1 egyenletl egyenesen, ha y 1, =y, + 14

1 m—+1 |-m
S—-—=——+1 = —1=
m m
—(m+1)+m,
ami igaz.



A mésodfok fiiggvény tulajdonségai

Ertelmezés f:R—R,
f(z)=az2+bz+c,
a,b,cER,a#0

Képhalmaz ~ haa >0=
Imf=[-£ +oo).
a<0=

_ A
Imf=(—o0,— £

Metszéspontok G ; MOy ={(0,¢) }

atengelyekkel ha” A>0, akkor G N Ow=

{(z1,0),(x2,0)};
ha A =0, akkor Gf érintiaz O x-

tengelyt a (— % ,O) pontban;
ha A <0,akkor G yNOz=0;
Periodicitds  nem periodikus

Paritas Tha b £ 0, nem paros, nem paratlan
ha b=0, péros, szimmetriatengelye
=0

Folytonossag  folytonos gorbe

i a nincs

Korlitossig  ha a > 0, alsé korldt: — ﬁ, fels6
Korlét nines

ha a < 0, als6 korlat nincs, felsG kor-

lat: — £~
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