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1. Vektorok

1.1. Ir&nyitott szakaszok. Vektorok

Irényitott szakaszok

Ertelmezés. Az (A, B) rendezett pontpart irimyf-
tott szakasznak nevezziik és igy jeléljik: A B.
Ertelmezés. Az A B és C D irényitott szakaszokat
ekvipolenselmek nevezziik (jelolés: A B~ C D),
haaz [ A D] és [ B C] szakaszok felezspontiai egy-
beesnek.
Megegyzés Ha A B~C D, akkor az A B szakaszt
'+ eltolassal aC' Dszak lehet helyezni.
Tulaj Az irényitott szak k hal an az ek-
vipolencia egy ekvivalencia-reldcié, azaz
® AB~AB (reflexiv),
® ha AB~CD, akkor CD~ AB (szim-
metrikus),
® ha AB~CD é CD~EF, akkor
A B~ EF (tranzitiv).
AB és C D pontosan akkor
D ekvipolensek, ha ABDC
egy paralelogrammd vagy az
B,C, D pontok kolline-
C  risak és az [AD], [BC]
A felez6pontja megegyezik.
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Vektorok

Ertelmezés. Egy adott irényitott szakasszal ekvipo-

lens irényitott szakaszok halmazat vektornak nevez-

ziik.

Jeldlés. Az A B irényitott szakasz 4ltal meghataro-

zott vektort A B-vel (vagy egy kisbetiivel) jeloljik:
A§:{cm CD~AB},

Megiegysés. Ha AB~CD, akkor AB=0D.
A B=AB=CD jeloléssel az AB (vagy a
CD)az W egy reprezentinsa.

Frtel Az U hossza (modulusza) az 6t repre-
zentdld irAnyitott szakaszok kjzés hosszéval egyenld
és | |-val jeldljik.

firtelmeaés. Anulla hosszisigi A A vektortmullvek-
tornak nevezziik.

Ertelmezés. Az AB és O D vektorok egyenliek
(jelolés: A § =C D),haaz A B és C D iranyitott
szakaszok ekvipolensek.
Megjegyzés.  Két vektor akkor egyenld, ha ira-
nyuk ik (tart6 ik par k).
hosszuk egyenld és ugyanaz az irdnyitasuk.
Tétel. (Adott kezdopontii reprezentans létezése)
Ha adott az T vektor és egy tetszéleges M pont,
akkor létezik egyetlen olyan M’ pont, amelyre
T=MM'.

& . Az egyértelmiiség alapjan, ha

Kovetkezmény.
MA=MB, akor A=B.
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A mellékelt dbran o

=G

| Az iranyitott 2 aszok halmaza |

,CD az W egy replezenlansa EF a

egy reprezenténsa, A B=C

1.2. Miiveletek vektorokkal

Vektorok 6sszeadasa

Az T és U vektorok Bsszegét a kovetkezoképpen
szerkesatjiik meg.

(Har jg-szabaly):  egy

M pumbul Kiindulva megszerkesztiiik az
= majd az NP="70 vektorokat.

Ekkor az T és ¥ Gsszege az i+ =M

vektor.

(Paralelogramma-szabaly): ha @ és T nem

Kollinedrisak, egy tetszleges M pontbél ki-

-

indulva megszerkesztjiik az M N =" és az

MP=" vektorokat, majd az M N QP

paralelogrammat. Ekkor az i és U Osszege

az i+ 5= O vektor.




-7, N &
fe 2T @7@
7 af_—=
MY
Héromszog-szabily Pl

zabaly

A vektorok Gsszeadasanak tulajdonségai

Az AD vektor ellentétes vektora a
? -/i vektor.

A vektorok dsszeaddsanak t
gai (@, b, & tetszleges vektorok):

®  asszociativ: (@+b)+e=ad+(b+2);

® kommutativ: G+b=b+a;

® 4 nullvektor (6) ar Gsszeadis semleges

eleme: a+0 0+a=
® minden @ vektornak van ellenteme (—a):

@+ (—a@)=(—a)+a=>0.

Feladat.  Bizonyitsuk be, hogy az ABCD pa-
ralelogramma  sikjanak bdrmely M pontia esetén

JTZ + 1\‘8 MB+MD.
ABCD paralelogrammaban

,ﬂs’_c’ _LﬁesA =BC=-CB

MA+MC= .

A D +(MD+D3)=
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—MB+MD+BA+DC=MB+MD

Vektorok kivondsa

Az W és U vektorok
(— ) vektort értjiik és a kovetkezSképpen szer-
kesztjiik meg: egy tetszoleges M pontbél kiindulva
felvessziik az M N =" és M P="0 vektorokat.
Ekkor & — =P

l N Tetsz6leges M, N,P
— 2 pontok esetén ’
f @ ”& MN-—MP=
P 3N + PM=PX.

Feladat. Az A BC haromszégben az A§+ﬁ és

—A 23 vektorok modulusza egyenld. Bizonyitsuk be,
hogy az A B C' haromszog derékszogii!

M. Az ﬁ +1ﬁ megszerkesztése érdekében megrajzol-
juk az A B D C paralelogram-mét: ﬁ + zﬁ =A
ey |AB+AC|=|AD|=AD.

A C AR AC_AB+TA-
CA+AB=0CB, fay

|AB-CA|=|CB|=
CB.

B D
|AB+AC|=|AB-AC|=AD=BC,

vagyis az A BC D paralelogramma egy téglalap. Tehat
m(BAC)=90°.



Vektor szorzésa valos szimmal

Legyen i egy vektor és o egy valos szdm.

. Az @50 vektornak az o ER* szé
mal valé szorzatén azt a o @-val jellt vektort értjiik,
amely

®  azonos allést w-val;

®  ha o >0, akkor azonos irdnyd, ha o <0, ak-
Kor ellentétes irdnyt @-val;

® hossza | |- | @|-val egyenld.

Ha @=0 vagy ov=0, akkor o #=0.
Vektorok és valos szamok szorzasanak tulaj-
donségai

Tulajdonség. Tetszdleges i, T vektorok és cv, 3 va-
16s szamok esetén

® (atpB)i=ai+pi;

- (Coyi—a(—@)=—(ag).

Feladat.  Legyen M a [BC] felezépontja és
A egy tetszéleges pont a sikban.  Igazoljuk, hogy

1
AM=— (ﬁ + ﬁ) .
2
M. A hiromszig sabily lapidn_

s
{ Y %“%‘4 Boami=



—AB+AC+BM+CM=AB+AC,

—_——
=0
1
ahonnan A M = — (ﬁ+ﬁ).
2

Feladat. Az E, F, G, H pontok az A BC' D négyszig
[BC], [DA], [AB] illetve [CD)] oldalainak a

felezépontjai. Bizonyitsuk be, hogy EE+ HG=CA.
1

M. G az [AB] felezépontia, igy AG=G B=— AB.
2

Hasonléan, BE=EC= % BC,
ﬁ:ﬁ:%ﬁ,ﬁ:ﬂ:éﬂ.

F D EF+HG=
A —(EC+CD+DE)+
G " (AB+DA+AG) =
=(CD+DA)+(FC+

B EC _D’+ﬁ*+ﬁ)f
=CA+ g? ‘Aﬁ- AB=
—cAs é(?+-1>>+7s+-z§),
~GA+- 6-CA.



3. Trigonometria

3.1. A trigonometria elemei
Szog-mértékegységek

Frtelmezés. Egy kor félkeriiletének és sugardnak ar-
nya dllando és 723,14 15-tel egyenl§.
Frtel . A kér sugaraval megegyezd hosszisigti
Kérivhez tartozé kzépponti szég mértéke 1 radifn.

Megjegyzés. Egy szognek fokban illetve radidnban

a
val6 mértéke kozt fennéll az — =

Ssszefiig-

Ty ow
gés, ahol o a szdg fokban kifejezett, @ ;- a sz6g radi-
4nban kifejezett mértéke.
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A trigonometrikus kor

Firtelmezés. Adott egy - Oy derékszog(i koordinata-
rendszer. Az O kozépponti, egységsugart kort, ame-
lyen ki nk egy pozitiv korbejarasi irdnyt (az ora-
mutato jaraséval ellentétes irinyt), trigo

kbrnek nevezziik.

Jelilés. Legyen ¢ € R egy szim. Ekkor egyetlen olyan
P -vel jelolt pont van a trigonometriai koron, amely

m(AOPy)=t.

Szinusz és koszinusz

Legyen ¢ egy valos sz4m és P a hozzitartozé pont a
koron.
. A Py pontordinatdjéta t valés szam szi-
nuszénak nevezziik és igy jeloljiik: sint.
A Py pont abszcisszdjit a ¢ valés szdm
koszinuszénak nevezziik és igy jeloljiik: cost.

ctgt T/

Pt
A Y
A 8 >

‘W ’ § ’
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Tangens és kotangens

Frtel

Az x=1 letfi fiiggd egye-

nest tang lynek, az y=1 letii vizszin-

tes egyenest pedig kotangens-tengelynek nevezziik.
™

Ertelmezés. Ha tER\{ —+km| kez}, Pia
2

t-nek megfelel pont és T az O Py _egyenes & a

ja, akl T
tmngmsénekncvczzuk és igy jeld J
Ertelmezés. Ha tem\{kﬂ kez} Pt a t-
nek megfelel pont és T/ az O Py egyenes ésa
kotangens-tengely metszéspontja, akkor 7"/
cisszajat t kotangensének nevezziik és igy jel
ctgt.

Fontosabb értékek
E E E
z 0o - - = =
6 4 3 2
q 1 2 3
sinz |0 5 55 G 1
M3 N2 L
cosx 1 D) ) 3 0
tgx 0 33 1 VER
ctgx | V3 1 @ 0




Fontosabb értékek

27 37 57
x — — T
3 4 6
8 V3 V2 1
sinz 5 5 3 0
1 2 3
cosz | -5 —5 — 5 —1
gz | —v3 -1 — \ég 0
ctgr | — T3 -1 —v3 |
Visszavezetés az els6 negyedbe
z€Cy zcCy
sinz =sin(w —x) sine = —sin(z —)
COS: —cos(m —x) [cose=—cos(x—7)

tgz=—tg(m—x) tgx=tg(z—m)

ctgz=—ctg(w—x) [ctgz=ctg(z—m)

zeC
sinz=—sin(27 —x
cosz=cos(2m —x
tgr=—tg(2m—x
cigr=—ctg(2m —x)



1. Valés szamok, valos szam-
halmazok

Firtelmezés. Az A CR halmaz véges, ha létezik egy n.
természetes szam és egy f: A—{1,2,...,n} bi-
jektiv fiiggvény. . Az A CR hamaz alul-
rélkorldtos, halétezik olyan m € R, amelyre . < ,
Vo€ A. Azm az A egy alsé korldtja.

. Az A CR hamaz feliilré] korltos, ha 16-
tezik olyan M €R, amelyre M >, Vo € A. Az
M az A egy fels6 korldtja.

. Ha A # () alulr6l korlétos, akkor A also
t van egy legnagyobb, melyet az A alsé
hatérénak vagy infimuménak neveziink és h =inf A-
val jelgliink.
Tétel. Legyen ()7 A CR. Egyenértékii a kivetkezs
két Allitas:

1. h €R az A als6 hatara;

2.a>h,Va€Aé&Ve>0,3as €A,
amelyre ac <h-+e.

Ertelmezés. Ha A#( feliilrdl korlatos, akkor A
fels§ korldtai kozott van egy legkisebb, melyet az A
fels6 hatirénak vagy szupi neveziink és
H =sup A-val jelgliink.
Tétel. Legyen ()%~ A CR. Egyenértékii a kivetkezs
Két allitas:

1. H €R az A fels§ hatara;

2.a<H,VacA é Ve>0, Jac €
Al amelyre ag > H —¢.
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Az R halmaz lezdrtja

Ertelmezés. Ha az A halmaz alulrél (felilr6l) nem
korlatos, akkor azt mondjuk, hogy A alsé (fels6) ha-
thra — oo (+00). AZR=RU{ — 00,400 } hal-
mazt az R lezértjinak nevezziik.

Tulajd Az R hal végzett , mi " tu-
lajdonségai:

® z4(+00)=(+00)+z=
=(400)+(+00)=~+00,VzER;

® r—(+o0)=—(fo0)ta=

r(=c)=(=e)rH=e)==c
Yz eR;

- z-(+oo):(+oo)«z:
{+oo,haz>0_
—oo,haxz<0’

- L=L=O,Vw€]R;
“+oo

® oco-co=(—00)(—o0)=o00,
co-(—o0)=—o0.

Valés sz4m kérnyezete

Ertelmezés. Az () valos szdm egy kdrnyezete egy
olyan halmaz, amely tartalmaz egy olyan nyilt inter-
vallumot, amelynek eleme (). Egy ilyen halmazt
V () )-val jeldlink:
V() Kérnyezete 2 -nak<> I >0
tigy, hogy (2 — e, +€) C V (20)-
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Valos szam kornyezete - folytatas

Tulajdonség. Az x () valés szim kérnyezeteinek tulaj-
donsagai:
® a7 () minden kérnyezete tartalmazza () -t;
® haV azz() egykéryezete és V C U, akkor
az U is egy kérnyezete az @ () -nak;
® azx() kétkornyezetének metszete szintén kor-
nyezete x ) -nak;
®  azz() egytetszdleges V kérnyezete esetén 1é-
tezik az () olyan U kérnyezete tgy, hogy V'
az U minden pontjanak is kérnyezete.
Tétel. Ha =7y, akkor léteznek a Vi és V halma-
20k, Vg kirnyezete z-nek, Vyy kirnyezete y-nak
tigy, hogy Viy NVy =0.

Torlédési pont, izol4lt pont

Legyen A CR egy halmaz.

firtelmezés. Az () ER pontot az A halmaz torlé-
dési pontjanak nevezziik, ha az () tetszGleges kor-
nyezete az A halmaz végtelen sok elemét tartalmazza.
Az A halmaz torlodasi pontjainak halmazat A’ -tel
jeloljiik.

Ertelmezés. Ha () € A és () nem torlodési pontja
A-nak, akkor ) az A egy izol4lt pontja.

Példa. Ha A véges, akkor A-nak nincs torlodasi
pontja, A minden pontja izoldlt pont. Az A=(a,b)
intervallum torlédési pontjainak halmaza A’ =[a,b].
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4. Folytonos fiiggvények

4.1. A folytonossag értelmezése

Ertelmezés. Az f:D—R fiiggvény folytonos
az @ €D pontban, ha az f(z() barmely
V(f(zp)) komyezetének megfelel az
olyan U(xq) komyezete, amelyre barmely
zEDNV (z() esetén f(z)EV (f(2())-
Tétel, Az f: D — R fiiggvény akkor és csakis akkor
folytonos az () € D pontban, ha () a D izoldlt
pontja vagy zlgluirof(z)ff(ro)-

Tétel. (Heine-féle  kritérium) Az f:D—R
fiiggvény akkor és csakis akkor folytonos az x €D

pontban, ha tetszSleges (zp), xTp€
D, lim xp=zq sorozat esetén
— 00

n
Rim  f(zn)=f(xg).

Téel. Az f:D—R figgvény akkor és csakis
akkor folytonos az < € D pontban, ha Ve >0,
35(e)>0igy,hogy Ve €D, |z —zg|<5(e)
esetén | f(z)— f(z0)|<e.

Ertelmezés. Az f: D — R fiiggvény folytonos a D
halmazon, ha f folytonos a D minden pontjaban.
Tétel. Az elemi fiiggvények folytonosak az értelmezési
tartomanyuk nyilt intervallumain,
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Feladat. Igazojuk,  hogy az fiR—E,

22 22, hax€Q o
f<z>7{1_2 el o figguény
nem folytonos az @ () =3 pontban!
M. Tekintsiink egy raciondlis e illo (an)
sorozatot, amelyre a.p, — @ () és egy irraciondlis elemekbdl
all6 (b, ) sorozatot, amelyre by, — @ ().

. N — 2 _
Ekkor nhm f(an)fnllm ay —2an=
32 3_ i — I _o—
3 2 373"11m f(bn)fnhm bp —2=

3—2=1. A Heine-féle kritérium alapjén f nem folytonos

Jobb és bal oldali folytonossag
Ertelmezés. Az f: D — R fiiggvény balrél folytonos
az () € D pontban, ha () a D izolalt pontja vagy
LAm, (@)= (o).
z<z(
Ertelmezés. Az f:D — R fiiggvény jobbrél folyto-
nos az () € D pontban, ha () a D izoldlt pontja
vogy , lim, f (@)= (wo)-

z>z(
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Szakadasi pontok

Ertelmezés. Ha az f: D —R fiiggvény az x() € D
pontban nem folytonos, akkor f szakadéisos az x(y
pontban és

i pont
Ha 3 llm f(’l‘)—le]R de

l#f(xg), akkor x(y megszlmmhem szakadAsi
pont.

Ertelmezés. Ha amhr%of(x):zbem,
zlxg
azgx%()f(z):jem, de lp7#1j, akkor
z>x(
zu els6faj szakadéasi pont.
Minden mas szakadsi pont
szakad4si pont.
Péda. f:R—R,
2z—1,haxz<1
0 yhax=1

22 hawe(1,2)
F@)=2+1 haze(2,3]
1

yhaze(3,00)

flfnlyl (_; 1)u(1 2)U(2,3)U(3,00)n.
Jim 7()= tm 5 (e)=17 (H=0=

=z =1 megsziintetheté szakadési pont.
lim f(z)=4, lim f(xz)=3=
z N N2

it szakadasi pont.

lim x)=+4oco=
i Sf (@)
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= 2o =3 mésodfaj szakaddsi pont.
Feladat. Tanulményozzuk az f:R—R,
sinz

yhax <0
f@)=q,® haz=0 fiiggény
22 —2042,haz>0
Sfolytonossagat az x =0 pontban.
M. Megvizsgdljuk, hogy teljesiil-e a  lim f(xz)=
* Awg

=1im$\zo f(2)=f(xq) egyenldségsor.
i f( )= i sinz
im z)= lim =1
xS 70
2
lim z)= lim z“—2x+2=1
N\ T f (=) N0
flzg)=F(0)=1
Iy (@)=l j @o)=f @)= folyt. @ ()-ban.
Feladat. Hatdrozzuk meg az a €ER paraméter értékét
tigy, hogy f folytonos legyen R-n, ahol f:R—R,

f(z):{az2+z+a+1,ha z<1

=

224az—2 Lhaz>1

M. Az # folytonos a (—oo,1) és (1,00) interval-
Tumokon (az elemi fiiggvények folytonosak), tehat csak
@ = 1-ben kell vizsgdlni afolytnnosségnt
lim f(z)=1lim ax +z+a+1—2a+2
z w0 z/1
lim x)=lim x +az 2=a—1
% fz)= - lim,
f(To) F(H)=a-1
$2u+2=a71$u=793.





